Non capiamo un cubo... by Rossi, Loredana
Non capiamo un cubo…
Loredana Rossi*
Introduzione
Il laboratorio è stato realizzato nell’a. s. 2007/2008 dalla Classe I G, che rientra in
un curriculum sperimentale di scienze, ed è stato allestito con la finalità di sve-
lare molti dei segreti sul cubo. Questo solido, infatti, è stato smontato, seziona-
to, analizzato in trasparenza, per scoprirne gli sviluppi, le simmetrie, le figure
in esso celate. Tale forma si ritrova, inoltre, nell’arte, nei cristalli, e assume un
ruolo importante anche nella storia della matematica. Questo e altro ancora è
stato presentato alla manifestazione conclusiva.
La preparazione del laboratorio, che è iniziata in gennaio e si è conclusa in
aprile con la manifestazione, ha comportato l’utilizzo di un numero significati-
vo di ore extracurricolari, oltre 25. Approntare questo laboratorio è  stato all’ini-
zio difficile perché la classe ha sentito questo progetto come un’imposizione e
gli studenti non si conoscevano bene tra loro, essendo una classe prima. Quindi
ho dovuto fortemente stimolarli a organizzarsi e a produrre. Quando si è
cominciato ad affrontare la parte più pratica, l’atmosfera è diventata più rilassa-
ta, i rapporti fra i ragazzi sono migliorati, tutti hanno saputo cogliere l’occasione
per imparare a conoscersi e si sono evidenziate abilità insospettate da parte di
alcuni. Inoltre, con il passare del tempo, l’obiettivo della realizzazione del labo-
ratorio, inizialmente solo mio, è cominciato a diventare anche il loro, sono spa-
riti i momenti di pausa e tutti si sono maggiormente concentrati sul lavoro. 
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La metodologia
Come anticipato, i ragazzi hanno lavorato in gruppo. I gruppi si sono formati, di
volta in volta, in modo spontaneo e hanno avuto una produttività estremamen-
te variabile. Infatti, a fronte di una certa indolenza e scarsa autonomia da parte
dei più, alcuni ragazzi hanno mostrato molto presto spiccate capacità operative
e grande intuizione geometrica, e questo li ha resi estremamente più efficienti
rispetto agli altri nei confronti del lavoro che si andava a sviluppare. Ciò ha per-
messo, d’altra parte, di compensare ritardi nella preparazione dei numerosi
materiali prodotti. 
Il mio compito è stato:
– assegnare ai gruppi la ricerca da svolgere, cioè gli aspetti del cubo da studiare
di volta in volta: lavoro che doveva poi essere sintetizzato attraverso la com-
pilazione di apposite schede;
– tirare le fila di quanto emerso nelle schede riassuntive prodotte dai vari
gruppi e raccogliere le idee di tutti sui risultati raggiunti: ciò senza porre
troppo l’accento sulle disparità presenti ed evitando contributi personali;
– fornire le indicazioni di massima sui materiali da produrre e controllare
costantemente che ciò avvenisse, dando anche una mano se necessario; 
– presentare gli aspetti storici;
– dare i fondamenti per l’utilizzo del software CABRI.
I contenuti trattati
Sono stati trattati i seguenti argomenti:
– I concetti fondamentali della geometria solida
– Le sezioni del cubo
– La simmetria assiale e la simmetria centrale nel piano
– La simmetria nello spazio rispetto a una retta e a un piano
– Le simmetrie del cubo rispetto a piani e rette
– Gli sviluppi del cubo
– Il problema della duplicazione del cubo
– Introduzione del software CABRI-géomètre 
– I cristalli
Alcuni approfondimenti didattici
I contenuti proposti sono stati molteplici e alcuni di essi hanno comportato, da
parte dei ragazzi, un lavoro di ricerca impegnativo fatto di tappe successive, in
particolare per i temi di seguito esposti.
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Le sezioni del cubo
Sono l’argomento su cui si è lavorato in modo più approfondito, attraverso un
percorso che ha comportato l’utilizzo di diversi materiali. 
Inizialmente è stato chiesto agli studenti di sezionare con la taglierina dei
cubi in plastilina e di cercare di ricavare il maggior numero di figure possibili;
alla fine i ragazzi dovevano compilare una semplice scheda, cercando di descri-
vere la posizione del piano secante, il che per loro non era affatto facile perché la
terminologia da utilizzare è difficile e i punti di riferimento non erano ancora
chiari. Da questa fase si è ricavata una prima classificazione delle figure che si
ottengono come sezioni del cubo.
La seconda fase ha richiesto la realizzazione di due cubi in plexiglas. Riempi-
ti questi cubi di un liquido arancione, i ragazzi hanno provato a riprodurre le
stesse figure ottenute in precedenza, modificando l’altezza del liquido e l’incli-
nazione del cubo, e a osservare, in una situazione più dinamica, in quanti modi
diversi fosse possibile ottenere la stessa forma, fotografando passo a passo le
varie sezioni (cfr. Figure 1a, 1b, 1c). 
Alla fine dell’esperienza, si è chiesto ai ragazzi di riconsiderare le conclusioni
fatte, eliminando gli errori, semplificando il linguaggio e compilando una sche-
da (cfr. Figura 2), che faceva il punto della situazione e chiedeva di esprimere in
modo più chiaro e preciso le proprie considerazioni.
Le nuove conclusioni a cui i ragazzi sono giunti in questa seconda fase sono
apparse più chiare e gli errori della prima stesura sono stati eliminati. 
Nell’incontro successivo, dopo la presentazione delle nuove conclusioni, è
stata chiesta agli studenti una ulteriore sintesi (cfr. Figura 3) e, relativamente a
queste considerazioni finali sui poligoni regolari, è stato inoltre proposto a ogni
gruppo di provare a dimostrare che si tratta proprio di figure regolari.
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Dai lavori di gruppo queste sono le congetture a cui siete giunti:
Sezioni di un cubo con un piano…
È chiaro ?
Sì/no*
figura
È giusto?
Sì/no
Caratteristiche
della figura
1 parallelo a una faccia quadrato
2
passante per due spigoli
opposti
rettangolo
3
passante per un vertice e
due vertici opposti sulla fac-
cia opposta al vertice
triangolo
equilatero
4
passante per un vertice e la
metà di una delle facce
rettangolo
5
passante per due vertici
opposti
quadrato
6
passante per la metà di uno
spigolo e due vertici
triangolo 
isoscele
7
passante per il “segmento
medio” delle facce che for-
mano un diedro
rettangolo
8
passante per i punti medi di
un faccia e per i punti medi
della faccia opposta
esagono
(*) se non è chiaro riscrivi sul retro la descrizione della sezione
3
2
quando la sezione si fa con un piano…
Triangolo equilatero
Quadrato
Pentagono regolare
Esagono regolare
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Alla fine si è passati alla preparazione dei cartelloni finali, seguendo le indicazio-
ni dei ragazzi, verificate nuovamente riprovando con la plastilina; da parte mia,
ho provveduto a realizzare con CABRI 3D le figure utilizzate per l’illustrazione
dei cartelloni. Sono stati presentati molti esempi (cfr. Figure 4a, 4b, 4c, 4d, 4e, 4f).
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Le simmetrie
Il percorso è stato lungo ed è stato svolto, in parte, anche in orario curricolare,
poiché le simmetrie nel piano costituiscono parte del programma. La procedura
utilizzata è stata sempre, anche in classe, quella laboratoriale.
Si è partiti dall’individuare, lavorando in gruppo, gli assi di simmetria e il
centro di simmetria di figure realizzate in cartoncino, regolari e non, per poi
passare al confronto delle congetture e, successivamente, alla verifica delle con-
siderazioni effettuate, attraverso la piegatura dei fogli e l’utilizzo di spilli per
marcare i punti corrispondenti. Le verifiche si basavano su trasformazioni geo-
metriche, che in qualche modo dovevano essere definite; le definizioni erano la
chiave con cui esaminare ogni proposta con rigore. I ragazzi hanno avuto quindi
il compito di definire la simmetria assiale e la simmetria centrale e, di conse-
guenza, di comprendere compiutamente il ruolo dell’asse di simmetria e del
centro di simmetria; successive prove sono state poi realizzate con il software
CABRI, per consolidare questi concetti.
Il passo successivo è stato quello di definire le simmetrie nello spazio e qui
gli studenti hanno subito osservato che era necessario articolare meglio quel
concetto, perché in questo si poteva avere simmetria rispetto a una retta o anche
rispetto a un piano.
Per poter, infine, ragionare sul cubo, era necessario attrezzarsi: alcune strut-
ture cubiche in legno, già predisposte, sono state rivestite da una stretta rete.
Con i cubi semitrasparenti e alcuni aghi da calza i vari gruppi hanno provato a
individuare gli assi di simmetria: hanno subito individuato le rette perpendicola-
ri a ciascuna faccia e passanti per il centro. I ragazzi si sono fatti, però, ingannare
facilmente quando ho chiesto loro di provare anche con le rette su cui giacciono
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6le diagonali: per tutti si trattava di assi di simmetria; anche qui la definizione è
stata fondamentale per togliere i dubbi, per vedere. Infine gli studenti hanno
individuato gli assi passanti per i punti medi di due spigoli opposti. 
Attraverso il “simmetroscopio”1, i ragazzi hanno poi scoperto con facilità i
piani di simmetria, forti dello studio fatto sugli assi, di una definizione di sim-
metria rispetto a un piano e di uno strumento adeguato. Dei nove piani di sim-
metria del cubo, hanno trovato che sei passano per le coppie di spigoli opposti,
gli altri passano per i punti medi di spigoli opposti scelti opportunamente.
Gli sviluppi del cubo
Questo argomento è stato affrontato dagli studenti con estrema disinvoltura;
una volta assegnato il lavoro, tutti i gruppi hanno cominciato a disegnare, rita-
gliare e provare autonomamente. Si sono subito accorti che alcune soluzioni che
trovavano erano fondamentalmente le stesse a meno di simmetrie, e, dal con-
fronto delle proposte dei vari gruppi, sono emersi gli 11 sviluppi, che poi sono
stati realizzati con il cartoncino, insieme a qualche falso sviluppo che sarebbe
servito per la manifestazione, come controesempio. 
Come si nota, questi argomenti sono stati trattati tentando di non anticipare
mai le risposte, procedendo per tappe, attraverso nuove esemplificazioni (mani-
polative, visive,…), facendo di volta in volta analizzare ai ragazzi i risultati e cor-
reggere gli errori alla luce delle nuove esperienze. Interessante è stato il fatto
che gli studenti non hanno mai chiesto direttamente se ciò che dicevano era
giusto o sbagliato. Hanno accettato di gestire la cosa da soli attraverso questo
percorso che si muoveva per tentativi ed errori, che esaminava il falso come il
giusto, e che lasciava sempre porte aperte alla discussione.  
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La duplicazione del cubo
Questo argomento è stato presentato in modo tradizionale e ha richiesto appro-
fondimenti geometrici e algebrici per i quali i ragazzi non erano ancora pronti;
per quanto il grado di comprensione non fosse adeguato, è stato comunque
importante far fare loro tale “salto”. Il tema è stato articolato in diverse fasi e in
questo caso l’uso del computer è stato importante.
Dapprincipio sono stati illustrati i vari miti sulla duplicazione del cubo.
Questo problema dell’antichità, che si è dimostrato non risolubile con riga e
compasso, ha svolto un ruolo importante nella storia della matematica, anche
perché ha stimolato, nei secoli, la creazione di strumenti alternativi che permet-
tessero, partendo da un cubo di spigolo a, di ottenere un cubo di spigolo x di
volume doppio, cioè tale che x = a
3√2–. Immaginando di partire da un cubo di spi-
golo a per giungere al cubo di spigolo x, si può pensare di trasformare il cubo
inizialmente in un parallelepipedo, formato da due cubi di spigolo a, e poi, man-
tenendo inalterato il volume, di trasformare il rettangolo di base in un rettango-
lo avente una dimensione pari a x.
Poiché il volume deve essere pari a 2a3, si avrà che:
xy =   2a2
e di conseguenza sarà:
a/x =   y/2a
Per arrivare al cubo di pari volume e di spigolo x, dovrà infine aversi:
ay =   x2
da cui:
a/x =   x/y
Si ottiene così la seguente proporzione continua:
a : x =   x : y =   y : 2a
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Materiali prodotti
Sono stati prodotti molteplici materiali:
– diversi cubi in plastilina che i ragazzi si sono divertiti a sezionare con la taglie-
rina e che hanno invitato i visitatori a tagliare durante la manifestazione;
– un puzzle tridimensionale che, composto, permette di ottenere un cubo di oltre
1 metro e mezzo di spigolo; il puzzle simula lo sviluppo del cubo di un binomio:
i vari pezzi, che sono stati realizzati in cartoncino con supporti in legno, sono
due cubi (uno di spigolo a e uno di spigolo b) e sei parallelepipedi (tre di base
quadrata di lato a e altezza b, e altri tre di base quadrata di lato b e altezza a);
8
Eratostene, nel III-II secolo a. C., realizzò uno strumento detto mesolabio (di
cui la Figura 8 mostra una ricostruzione moderna – Collezione di Corrado Bon-
fanti) che, grazie a un sistema di pannelli scorrevoli e fili tesi, permetteva di
risolvere praticamente il problema di determinare i valori di x e y in detta pro-
porzione, basandosi sulla similitudine tra triangoli (cfr. il sito della Mostra
“Theatrum Machinarum” dell’Università di Modena e Reggio Emilia).
Con il software CABRI i ragazzi sono riusciti a simulare il funzionamento del
mesolabio, verificando le relazioni numeriche sopra descritte.
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– due cubi in plexiglas, che sono stati assemblati dai ragazzi con il silicone e
all’interno dei quali è stato inserito un liquido che ha permesso di evidenzia-
re le diverse forme delle sezioni di un cubo;
– alcune figure geometriche ritagliate in cartoncino; 
– due strutture cubiche in legno, che sono state rivestite dai ragazzi con una
fitta rete che poteva essere trapassata da aghi da calza, che  rappresentavano
gli assi di simmetria del cubo;
– tutti gli sviluppi del cubo e anche qualche esempio di falso sviluppo, con il
cartoncino.
Inoltre sono stati approntati diversi cartelloni esplicativi:
– due che sintetizzavano le possibili sezioni di un cubo;
– uno di presentazione dello strumento analogico di calcolo, mesolabio, attra-
verso cui è possibile calcolare la radice cubica di un numero e che di fatto
risolve il problema della duplicazione del cubo;
– uno descrittivo sui cristalli, in particolare su quelli che presentano un retico-
lo cubico, come la pirite, la fluorite e il salgemma;
– uno di presentazione del cubo, come poliedro regolare, e dei numeri che lo
caratterizzano.
L’organizzazione del laboratorio 
Il laboratorio è stato suddiviso in quattro postazioni, in cui si sono distribuiti i
19 alunni della classe. Nella preparazione della presentazione ai visitatori, ognu-
no si è specializzato in una parte del discorso, alternandosi  nella  presentazione. 
Ai visitatori, una volta entrati nel laboratorio, è stato presentato il cubo, indi-
candone tutti i numeri che lo caratterizzano: le facce (6), gli spigoli (12), i vertici
(8), le diagonali (4), le facce che concorrono in ogni angoloide (3), gli assi di sim-
metria (9), i piani di simmetria (9), il centro di simmetria (1), il numero di lati di
ogni faccia (4), gli sviluppi (11) e la misura degli angoli diedri (90°).
Gli ospiti sono stati quindi invitati a suddividersi fra i vari tavoli e a ruotare
ogni 5-10 minuti.
– Prima postazione
In questo tavolo i ragazzi presentavano le varie sezioni del cubo, iniziando
con cubi di plastilina preparati precedentemente ed evidenziando tutte le
forme che era possibile ottenere (triangoli, quadrati, trapezi, rombi, rettan-
goli, pentagoni, esagoni), la posizione del piano secante, quali poligoni rego-
lari si potevano realizzare, in quanti modi diversi si poteva ricavare la stessa
forma. Le osservazioni ottenute praticamente potevano anche essere verifi-
cate in modo più dinamico, osservando il liquido nel cubo di plexiglas al
variare dell’inclinazione, e i visitatori erano invitati a provare essi stessi. 
83
84
– Seconda postazione
Qui i ragazzi presentavano i vari sviluppi del cubo, facendo verificare la fatti-
bilità e provare con gli esempi falsi; in questa postazione era possibile
costruire il cubo di spigolo (a + b), combinando opportunamente gli otto
pezzi a disposizione ed evidenziando ai ragazzi più grandi il collegamento
con lo sviluppo del cubo di un binomio.
– Terza postazione
In questo tavolo venivano presentati gli assi di simmetria del cubo, “trafig-
gendo” con gli aghi le strutture cubiche in legno, e i suoi piani di simmetria,
attraverso il simmetroscopio. Prima di ciò, però, i ragazzi tentavano di spie-
gare la simmetria attraverso la piegatura di figure geometriche di carta e uti-
lizzando gli spilli, mostrando esempi corretti ed esempi falsi e cercando di
condurre il visitatore verso il concetto di simmetria assiale, che poi utilizza-
vano per le simmetrie nel cubo; anche in relazione al cubo evidenziavano
esempi falsi, come quello della diagonale. Il compito di questi ragazzi era
sicuramente impegnativo per i concetti che venivano trattati; sempre in
questa postazione venivano inoltre illustrati i cristalli con il reticolo cubico.
– Quarta postazione
Qui le ragazze presentavano il mito della duplicazione del cubo e mostravano
il percorso geometrico attraverso il quale si spiega il motivo per cui lo spigolo
del cubo di volume doppio risolve la proporzione continua indicata preceden-
temente, e come questa sia la chiave geometrica del funzionamento del meso-
labio. Questi contenuti erano complessi e avrebbero necessitato di più tempo,
e le ragazze erano dispiaciute di non riuscire a spiegare meglio i passaggi. A
chiarire un po’ tutto, c’era un’esemplificazione al computer del mesolabio.
Osservazioni conclusive
Per concludere, desidero evidenziare tre aspetti importanti relativi a questa
esperienza didattica: in primo luogo, “La matematica dei ragazzi”, pur necessi-
tando di approfondimenti tematici adatti a essere inseriti nei cosiddetti “pro-
getti di eccellenza”, dà comunque, per la metodologia che utilizza e per gli scopi
che si propone, la possibilità di coinvolgere tutta una classe, permettendo ai
ragazzi di qualsiasi livello di sviluppare un percorso individuale. 
Durante la manifestazione, per quanto le spiegazioni non siano apparse
sempre molto accurate, si è tuttavia potuta rilevare l’estrema sintesi a cui erano
giunti i vari gruppi, come se, ripetendo tante volte lo stesso argomento, avesse-
ro infine compiuto ancora un “tratto di strada” nel loro percorso di ricerca, sco-
prendo ulteriori elementi che permettevano di unificare e sistemare le osserva-
zioni precedenti.
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Un ulteriore aspetto della metodologia qui adottata è che essa comporta un
continuo confronto con l’errore di approssimazione: dalla piegatura mai perfet-
ta dei fogli, per evidenziare gli assi di simmetria, alla sezione del cubo di plastili-
na fatta con la taglierina, alla realizzazione dei cubi stessi, tutte le situazioni in
cui si lavora sono imprecise, ed è necessario un importante sforzo di astrazione
per decidere, ad esempio, se la figura può essere un  poligono regolare o comun-
que può avere determinate caratteristiche. La dimostrazione astratta delle con-
getture dedotte da situazioni reali assume allora un ruolo importante perché
riesce a spazzar via le misconcezioni e i dubbi; d’altra parte, a mio avviso, gli
oggetti concreti, ancor più delle simulazioni al computer, suggeriscono idee e
stimolano l’immaginazione.  
Per quanto riguarda gli aspetti di socializzazione, sicuramente la realizzazio-
ne del laboratorio ha inciso in modo positivo sul clima della classe, ha creato quel
senso di amalgama che mancava, e ciò è stato riscontrato dagli stessi ragazzi nelle
risposte al questionario di valutazione somministrato a conclusione dell’attività.
Per quanto alla fine fossero stanchi, gli allievi sono apparsi soddisfatti, e giu-
stamente:  il loro laboratorio era ricco di spunti, di osservazioni e sintesi, frutto
delle loro ricerche, di materiali esplicativi, di pensieri. 
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Zuccheri, 1992).
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